
基礎数理　室田
有界閉集合でコンパクトでない例（無限次元空間で）　—Advanced Topic

有限次元空間Rkでは，「有界閉集合 ⇐⇒ コンパクト集合」が成り立つが，無限次元
空間では，有界閉集合でコンパクトでないものが存在する．

X = 有界数列の全体　とし，数列 a = (an)n∈N ∈ X と b = (bn)n∈N ∈ X の距離を

d(a, b) = ||a− b|| = sup
n∈N

|an − bn|

と定義する．このとき，(X, d)は距離空間となる．

K = {b ∈ X | ||b|| ≤ 1}

とおく．
　１．K は有界閉集合である．
　２．K は点列コンパクトでない．
　３．K はコンパクトでない（有限被覆性をもたない）．

以下，これを証明（説明）する．有界閉集合であることは明らかである．
点列コンパクトでないことをみるために，a(k) = (0, 0, . . . , 0, 0, 1, 0, 0, . . .) (k番目の成

分だけが 1である数列）から成る列 (a(k))k∈Nを考える．これはKに含まれる点列である
が，k 6= lに対して d(a(k), a(l)) = 1 だから，収束部分列をもたない．したがって，Kは点
列コンパクトでない．
コンパクトでない（有限被覆性をもたない）ことは，次のように示される．

Λ = {a = (an) ∈ X | an ∈ {0,±1} (∀n ∈ N)}

とおき，a ∈ Λに対して

Ua = {b = (bn) | ||b− a|| < 2/3}

と定義すると，各 aに対して Uaは開集合であり，さらに，

K ⊆
⋃

a∈Λ

Ua

が成り立つ（証明：任意に b ∈ Kをとると，各n ∈ Nに対して，|bn+1| < 2/3 or |bn| < 2/3
or |bn − 1| < 2/3 が成り立つので，ある a ∈ Λ が存在して，b ∈ Uaとなる)．したがって，
これは，K の開被覆である．
さて，任意の有限集合 Λ′ ⊆ Λに対して，ある b ∈ Λ \ Λ′ (Λに含まれ，Λ′に含まれな

い）が存在する．このとき，bn ∈ {0,±1}ゆえ，任意の a ∈ Λ′に対して

||a− b|| = sup
n∈N

|an − bn| ≥ 2/3

である．したがって，b 6∈
⋃

a∈Λ′
Ua. 一方，b ∈ Kであるから，K 6⊆

⋃

a∈Λ′
Ua. このようにし

て，K ⊆
⋃

a∈Λ

Uaは有限部分被覆をもたないことが示された．したがって，K はコンパク

トでない． 　以上 (2007-09-14)
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